Ejercicios de Analisis Matematico
Derivadas 2 - Soluciones

Ejercicio 1. Prueba que para todo> —1 se verifica que

i - <log(1 +x). 1)

¢,Cuando se da la igualdad?
Solucion.Definamos la funciom:] — 1, +oo[— R por:

X

h(x) =log(l 4+ x) — T x

Se trata de probar qugx) = 0 paratodax > —1. Como, evidentement&(0) = 0, deberemos probar
que la funciém tiene un minimo absoluto €n La derivada dé viene dada por:

1 1 X

W) = I~ a0 - (1

Deducimos que:

—l<x<0=h'(x)<0=h || en]—1,0]= h(x) > h(0) =0
0<x=h'(x) >0=h 1 en[0, +oo[= 0= Ah(0) < h(x)

Hemos probado asi qu€x) > 0 para todox > —1 conx # 0. Es decir, la desigualdad (1) es cierta de
forma estricta paratodo > —1 y la igualdad se da solamente para: 0.

Comentarios.Creo que es un ejercicio muy elemental y sencillo que se higagsdo la estrategia
descrita en el libro de Célculo Diferencial (pagina 226)asgia que se comentd en clase. Un fallo
frecuente es usar la derivada segunda para probar que hanimaabsoluto e® comprobando que
h"(0) > 0. Eso solamente prueba quetehay un extremo relativo, no absoluto. Para probar que en un
punto se alcanza un maximo o un minimo absolutos lo que saekr$e es estudiar la variacion en el
signo de la derivada primera (tal como se indica en la Projgms6.23 del libro citado antes). También
puede usarse el siguiente resultado que te propongo concije

Ejercicio. Seaf derivable en un intervald y supongamos que tiene un maximo relativo en un
puntoa € I y quea es el Unico punto critico d¢ en I. Entonces se verifica qug alcanza en: un
maximo absoluto ei.

Otro error frecuente consiste en creer que la derivaciosaron las desigualdades, es decir, que si
f(x) < g(x) entonces debe s¢t'(x) < g(x). Esto es tanto como afirmar que si una funcion es positiva
su derivada tiene que ser también positiva. Este ejercicielqa que eso no tiene por qué ser asi pues,
aunquéi(x) = 0 paratodax > —1, no se verifica qué’(x) = 0 para todax > —1. Esto es evidente si
se piensa un poco: la derivada no tiene nada que ver con Idgoapequefia que sea una funcién, sino
con su tasa de variacion, esto es, con lo rapido que aumersiamdye, en una palabra, es la pendiente
en todo punto de la grafica de la funcién. Una funcion puedeastiva y su grafica tener pendiente
negativa en todos sus puntos. Cualquier funcién decrecjepositiva sirve de ejemplgf(x) = € ).

Errores de célculo que se repiten: afirmar que la derivadagdé # x) es1/x o, mucho peor, que
esl/log(l + x). Muchos errores son debidos a no simplificar la derivadandeja en la forma:
1 1

x) = 1+x_(l+x)2‘

Eso es dificil de entender.
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Ejercicios de Analisis Matematico 2

Ejercicio 2. Estudia el nimero de ceros reales de la fungién) = 2% — 1 — x2.

Solucién. Naturalmente, debemos considerar la funcién definidR e@on ver la funcion se da uno
cuentade qug'(0) =0y f(1) =0. Yatenemos dos ceros. Para< 0 es2* < 1 por lo quef(x) < 0.
Es evidente que para valores grandes dfuncion es positiva, por ejempl6(5) =23 — 1 — 52 = 6.
Podemos sospechar que tome valores negativos egtée pero esto se comprueba enseguida porque
f(2)=22—1-4=—1 < 0. Deducimos, por el teorema de Bolzano, que la fungi@e anula en algin
punto del intervald2, 5[. Hemos encontrado tres ceros de la funcién y es razonaldeds que no
haya mas. La derivada puede ayudarnos a salir de dudasppuesteorema de Rolle, sabemos que si
la derivada de una funcién tieteceros la funcién como mucho puede tekef 1 ceros (puede que
no tenga ninguno). Tenemos que:

f'(x) =2%log2 — 2x.

Podriamos estudiar los ceros de la derivada pero parecenibsansiderar la derivada segunda:
f"(x) =2%(log2)* —2.

Como la exponenciat — 2* es estrictamente creciente, es claro que la derivada seg@mdna
funcién estrictamente creciente y, por tanto, puede terlernadas un cero (de hecho, es inmediato
calcular el Ginico punto donde se anula pero no es necesagigjgue que la derivada primera no puede
tener mas dos ceros (de hecho, los tiene pero eso no intees&juimos que la funciéon dada no puede
tener mas de tres ceros y, por tanto, que tiene exactamesiesios. ©

Comentarios.Muchos calculais los ceros de la derivada usando un progitaroalculo (¢, quizédlat-
hematic®). Nada que objetar. Ya he dicho que no tengo nada en contisodpero debes saber inter-
pretar los resultados y no hacer razonamientos generadaadiate en un caso particular. Por ejemplo,
no debes creer que una funcién tiene que ser positiva en uimmaglativo y negativa en un minimo
relativo. Esta claro que eso, en general, no tiene por quasséconsidera las funciones sett: 3).
Todavia mas inapropiado es razonar en este ejercicio bas#ed propiedades de convexidad porque
eso nada tiene que ver con lo que se pregunta.

Observa que la informacion sobre los ceros de la derivaddinel nimero méaximo de ceros que
puede tener la funcién pero no nos dice si de hecho la funi#ée b no tiene ceros ni cuantos tiene,
para eso hay que usar el teorema de Bolzano.

Sabemos que los ceros complejos de una funcion polindmit&eeficientes reales vienen por
parejas (cada raiz compleja con su conjugada), y de ahd, pamt el hecho de que toda funcion poli-
némica de grado impar tiene al menos un cero, se deduceraalgonsecuencias Utiles para estudiar
los ceros de una funcién polinémica, pero es un disparate e aplicar esto a funciones que no son
polinémicas como la de este ejercicio.

Ejercicio 3. Calcula los limites siguientes.

senx
|0g< ) tgx l/xZ

a) lim ——* ~ b) lim [ —

x—0 (Iog(l =+ x))2 x—0 X
¢) lim arctgx — senx i) tim 25 tgarc senc?)

x—0 X(l — COSX) X—0 (er _1) Iog(l + 2x)

_(3senx —3x cosx /¥ ) 1\

¢) lim 3 f) lim {xsen—

x—0 X wam S

Solucioén.

a) Se trata de una indeterminacién del ti@o)/ puede usarse la regla de L'Hopital (son funciones
derivables y la derivada del denominador no se anula) pederpos ahorrarnos trabajo si, antes de
aplicar dicha regla, usamos la equivalencia asintéticéllagx) ~ x (x — 0). Tenemos asi:

oa(*) s (%)

(log(1 + x))? x2

(2)
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Ejercicios de Analisis Matematico 3

Ahora aplicamos laegla salvadoraderivamos numerador y denominador, y tenemos que caleular
limite parax — 0 de la funcién:

X X COSx — senx X COSx — senx

~

senx 2x3 2x3

Donde hemos usado la equivalencia asintéticacssenx (x — 0) para ahorrarnos trabajo. Todo lo que
tenemos que hacer ahora es calcular el limite:

, X COSx —senx . —xsenx —1
[im ————— = (lasantareglad= lim ——— = —
x—>0 6x2 6

x—0 2x3
La dltima igualdad es inmediata y seria locura usar otrabaeReglapara calcular el dltimo limite.
También, recordando Idgnites que debes saberte de memgpiadriamos haber hecho lo que sigue:

xcosx —senx  x(cosx —1)+x—senx cosx—1 x—senx -1 1 -1
2x3 2x3 2x2 2x3 4 12 6
También podemos usar en (2) la equivalencia asintétic&ilagy) ~ /4(x) — 1 (x — 0) cuando
lim h(x) = 1, con lo que resulta:

x—0

con lo que el limite pedido vuelve a ser, mira por dénddjmiie bien conocido

b) Puesto que tg ~ x (x — 0), se trata de una indeterminacion del tip. Segun la regla de
equivalencia logaritmica:

1/x2
[im (tg—x) =el = Iimi(tg—x—l)zL.

x—>0 X x—0 x2 X

1 [tgx l_tgx—x
X2\ x X3

Resulta que este es otro de lgwites que debes saber de memoyias igual a%. Aunque también
resulta ser igual a un limite calculado arriba:

Tenemos que:

tgx — X X COSx — senx X COSx — senx 1
= — ~ — — —.
x3 x3 cosx x3 3

Concluimos que el limite pedido es iguakée.
¢) Este limite es una indeterminacion del ti§oy el Santo Marqués de L'Hbpital viene en nuestra
ayuda.

lim arctgx —senv . # — COsx

x—0 x(I —cosx)  x—0 1 —COSx + x senx

La mayoria de vosotros volveria a aplicar otra kezUnica Reglay derivaria el numerador y el de-
nominador tal y como estén. Pues eso es justo lo que jamés daberHay que simplificar antes de
derivar.

1
T3x2 — COsx 1 1-cosx—x?cosx 1-—cosx— x2cosx

~

1 —cosx +xsenx 1+ x2 1—cosx + x senx 1 — cosx + x senx

Donde hemos usado la evidente equivalencia asintéﬁ'k};cg ~ 1 (x — 0). Después de simplificar
vemos que podemos aplidan Unico. Derivamos numerador y denominador y obtenemos:

senx + x2senx — 2x COSx
2senx + x cOSx
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El limite de esta funcion para — 0 sigue siendo del tip@ y podemos volver a derivar numerador y
denominador, pero no es preciso porque dividiendoxpoumerador y denominador se tiene que:

senx

senx + xZseny — 2x cosx _ + x senx — 2 cosx 1

—
2 senx + x cosx 2% + cosx 3

También podriamos haberlo hecho sin derivar tanto. Bastadar quel — cosx ~ %xz (x — 0) (es
otro de lodimites que debes saberte de mempri@nemos que:

arctgx — senx arctgx — senx arctgx — x X —senx
~ =2 +2 3)
x(1 — cosx) x3 x3 x3
— senx I
Sabemos (espero que alguna vez lo aprendas) |q|ue—|— 5 Queda calcular el otro limite.

Usando, una vez mas, Regla Universal

1

, , 2
lim = |jm 1=
x—0 X x—0 3x2

arctgx — x

La mayoria de vosotros volveria a aplicar otra kaaJnica Santa Reglg derivaria el numeradory el
denominador tal y como estan. Pues eso es justo lo que jarhés bacerHay que simplificar antes
de derivar 1
1+x2 1 _ -1 . 1
3x2 3(1 + x2) 3

. . . Lo . 1 1 1
Teniendo en cuenta la igualdad (3), deducimos que el lireitiédo es igual a—2g + 2g =-3
d) Para hacer este limite conviene mandar a paseoielio marquég usar algunasonocidas equiva-
lencias asintoticasSabemos que sirh f(x) = 0 se verifican las siguientes equivalencias asintéticas
x—0

parax — 0:
arcty f(x)) ~ f(x), arcsef(x)) ~ f(x), log(l + f(x) ~ f(x), & -1~ f(x).
Teniendo en cuenta que podemos sustituir equivalenciat®tsas en un producto, deducimos que:

arctgarc sen?) arcsenx?  x? 1

@ —Dlog(l+2x)  (@x)(2x)  4x2 4

. : : 1
Por tanto el limite pedido es |gualzla

¢) Se trata de un limite del tipdrh u(x)*™ donde:
x—0

3 senx — 3x cosx

u(x) = x3 L v =

Empezaremos calculandmi u(x). Como es una indeterminacion del tlgousando la RUPCL (Re-
ceta Universal Para CaIcuIar Limites) tenemos que:

. 3senx — 3x cosx . xsenx
Ifim = |im =

x—0 x3 x—>0 X

En consecuencia, el limite pedido es una indeterminaciliipdel *°. Usamos el criterio de equivalen-
cia logaritmica y tenemos que:

3senx — 3x COSx 1) 3 senx — 3x cosx — x3
3 _ =
X

V() (u(x) —1) = —(

x4
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Ejercicios de Analisis Matematico 5

Podemos ahora usar una vez rhasMisma Derivando numerador y denominador resulta:

3xsenx —3x%2  3seny —x
=2 0.
4x3 4 x2

Concluimos que it u(x)*™ =¢e® =1.
x—0

/) Se trata de un limite del tipo ET u(x)"™ donde:

1
u(x) =xsen—, v(x)=x>%
X

Tenemos que:
1

; 1 ; seny . senx
lim xsen— = Iim = |lim — = 1.
xX—>+00 X x—>+oo L x—>0 X
X x>0

En consecuencia, el limite pedido es una indeterminaciliipdel *°. Usamos el criterio de equivalen-
cia logaritmica y tenemos que:

1 1
i 1 .osen;—+ . semx—x 1
lim x2(xsen-—1)= Iim == _ % _ |jm=2—"*___1
x—>+00 X x—+o0 (1)3 X0 X3 6
X x>0
Concluimos que it u(x)*™ =e /¢, .
x—+o00

Comentarios. Hay errores de todo tipo. Los principales son debidos a qusimplificais antes y
después de aplicar la regla de L'Hépital. Por supuesto, haanaplica la regla sin pararse a comprobar
que puede hacerlo, es decir, que el limite en cuestién esndeterminacion del tip(g 0%.Esees
un error tipico. Otro error muy frecuente es sustituir ensumaa una funcién por otra asintéticamente
equivalente. Lo hemos repetido muchisimas veces: eso mefseerseno se puede sustituir una
funcién por otra asintéticamente equivalente en una sumeso solamente puede hacerse cuando
la funcion multiplica o divide a todas las demas. Por ejemgidbemos que Igg + x) ~ x para

x — 0, pero no es verdad que sen- log(1 + x) ~ senx — x parax — 0; de hecho se tiene que
senx—log(1+x) ~ x2/2. Tampoco pueden sustituirse equivalencias asintétichseiones, es decir,
sia(x) ~ B(x) parax — ay f es unafuncion, no es verdad en general fje(x)) ~ f(B(x)) para

x — a. Por ejemplo, las funcioneg y x? + x son asintéticamente equivalentes para oo, pero

2 . 24t . 2 . . .
€* > no es asintéticamente equivalente*a parax — +oo (su cociente diverge positivamente).

Otro error demasiado frecuente se debe a que descomponkisitencomo suma de varios de
cualquier manera. Como norma genenaica descompongas un limite como suma o como producto
de otros eso solamente puedes hacerlo si sabes que cada una dedasdsren la suma o en el
producto tiene limite finito.

Ejercicio 4. Calculalas dimensiones del rectangulo de mayor area quengcribirse en un triangulo
equilatero cuyo lado mide 2 centimetros. Se supone que &ngdo se apoya sobre un lado del
triangulo.

Solucion.Este ejercicio es tan facil que no merece la pena deteneée en

Ejercicio5. Determina un puntu, v) (u > 0,v > 0) de la elipse de ecuacién

x2 y2

4L

9 4
tal que la tangente a la elipse en dicho punto determine cogjés un segmento de longitud minima.

Solucion.Sea(u, v) un punto genérico de la elipse con> 0,v > 0. Se verificara qué,‘9i + % =1,
o seadu? + 9v? = 36. Calculemos la tangente a la elipse en dicho punto. La funciga grafica
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Ejercicios de Analisis Matematico 6

es la parte superior de la elipse se obtiene despejaretofuncion dex en la ecuacion de la elipse.
Obtenemos asi la funciéfi(x) = %\/9 — x2 definida en el intervalp-3, 3]. Por tanto sera = f'(u).

Tenemos que:
u 4u

wy=—2_" _ __du
Sl =—3"=="5;

La tangente eu, v) viene dada poy — f(u) = f'(u)(x — u), es decir:
4
y—v=—§z(x—u) = 9yv—9? = —4ux + 4u? <= 9yv + 4ux =36
v

donde hemos usado qde? + 9v? = 36.

\{',

Los puntos de corte de la tangente con los ejes(@8ot/v) y (9/u, 0) y la longitud del segmento

es
8L, 16 _ [ST 36
w2 (fw)?  Vur 9—u?

Se trata de calcular el valor minimo (absoluto) de esta &dm@ara ello es suficiente que calculemos
el valor minimo de la funcién:

81 36
Tenemos que:
h'(u) = 162 + 72u _ Z1620 - u?)* + 72ut _ 18—93 +2 % 9%u? — Su*
u3 (9—u2)2 u3(9—u2)2 M3(9—u2)2

Las soluciones de la ecuaciém’ — 2 x 9%z 4+ 93 = 0 vienen dadas por:

2x92:i:v4x94—20x93_6x33:l:\/16x93_6x33:i:4x33_ 27
10 - 10 - 10 I

5

Los puntos criticos de la funcidnson por tantax = \/? = 3@ y B = +/27 = 3+/3. El Gnico que
esta en el intervalf®, 3[ esa, por tanto en dicho punto debe alcanzarse el minimo absdéJippero
eso debemos comprobarlo. Estudiaremos el signo de la danémera en el interval@, 3[. Como el
denominador dé’ es positivo, basta considerar el numerador. Tenemos que:

—93 +2%x 9% —5ut =5 — W - ) = -5+ @) + B)(u — a)(u — B).
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Deducimos que pard < u < o esh’(u) < 0y parac < u < 3 esh’(u) > 0. Por tanto/ es
estrictamente decreciente}®n«] y estrictamente creciente gn 3[. Concluimos qué (1) = h(«) para
todou €]0, 3[. Por tanto, el valor minimo d& se alcanza en. El valor minimo de la longitud del
segmento de la tangente a la elipse interceptado por los®jgs(a) = 5. ©

Comentarios. Fallos elementales al derivar. Mala notacion que lleva duwatr unas variables con
otras. Fallos elementales de céalculo por no simplificar. &grdexactamente los mismos fallos que
hubo en el ejercicio analogo a este en la relacion primera&deadias. Uso inapropiado de la derivada
segunda cuando lo que se pide es un extremo absoluto.

Ejercicio 6. Calcula los valores maximo y minimo de las siguientes fumescen los intervalos que se
indican:

a) f(x) = x> — x2 —8x + 1 en el intervald—2, 2].
1 .
b) f(x) = 2L enel intervald—1, 2].
x2+1

Solucion.El teorema de Weierstrass asegura que toda funcién cor@mua intervalo cerrado y aco-
tado alcanza en puntos de dicho intervalo un maximo y un noiibsolutos. Sabemos también que si
una funcién tiene un extremo relativo en un punto y es delévab dicho en punto, se verifica que la
derivada se anula en dicho punto. Los extremos absolutas fdadion o bien se alcanzan en alguno
de los puntos extremos del intervalo o bien son extremoguata Por tanto, para calcular los valores
maximo y minimo (se entiende que absolutos) en un intefualg de una funcién continug, que
también suponemos derivable en dicho intervalo salvo quimain ndmero finito de puntos del mismo
en los que la derivada no existe, lo que se hace es evaluardafuen los puntos del intervalo en los
que la derivada existe y valg(los puntos criticos), evaluar la funcién en los puntoslerivalo en los
gue la derivada no existe (si es que hay alguno) y evaluankeda en los extremos del intervaioy

b. El mayor de todos los valores obtenidos es el maximo valetgma la funcion efu, o] y el menor
de los valores obtenidos es el menor valor que toma la furerifn b].

a) Se trata de una funcién derivable en todo punto. Calcidam®puntos criticos en el intervide, 2].

Tenemos que:
2 £ 4100
f(x)=3x?—2x -8 =0 < x:?:{ 25
3

Ambos puntos estan en el interv@le2, 2]. Como f(—2) =5, f(—4/3) = % y f(2) =—11, se sigue
que:

min f((~2.2]) = min{/(=2). £(~4/3). f2)} = f(2) = ~11,

max f([—2,2]) = max{ f(=2), /(—4/3), f(2)} = f(—4/3) = %

El apartado b) se hace de la misma forma. ©

Comentarios.En este tipo de ejercicio no hace falta estudiar el crecitoienel decrecimiento de la
funcién ni, por supuesto, usar la derivada segunda. Lo qwaleea en un ejercicio asi es que sepas
exponer los resultados que usas para justificar el procedimiesto es, que escribas lo que yo he
escrito al principio del ejercicio.

Ejercicio 7. Calcula, usando un polinomio de Taylor conveniente, unnagooximado del nimerg/e
con un error menor que) 4.

Solucién. Podemos usar la funcién raiz cuadrafia) = +/x o la funcién exponenciaf'(x) = €*.
Como las derivadas de la funcién exponencial son la mismeidarparece mejor elegir la funcion
exponencial. Ahora debemos elegir un pumien el que calcular los polinomios de Taylor y debemos
elegirlo por dos condiciones: que el valor de la funcién yelsds derivadas se puedan calcular de
forma exacta emn, y quea esté suficientemente proximo al punt@n el cual queremos aproximar el
valor f(x). Usando la funcién exponencial tenemos gue 1/2 puesf(1/2) = e'/2 =, /e. Podemos
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elegir comaz = 0 que no esta lejos de/2 y facilita los calculos. El polinomio de Taylor de ordenle
la funcién exponencial em= 0 es:

1 1 1
T,,(x):l+x+2—!x2+§x3+...+n_!x”

El error que se comete al aproximar el valdrmpmr 7, (x) es de la forma:

e
ex T - - n+1
n(x) o + 1)!x
dondec es un punto comprendido entfey x. En nuestro caso sefd < ¢ < 1/2 por lo que
& < el/2=/e < /4 =2. Tenemos asi que:

1

|\/é_Tn(l/2)| < CESNE

. . 1 1 _ . .
Debemos elegir por la condicién de qu D o < 10™*. Es facil comprobar que para ello basta
n .

tomarn = 5. Por tanto el nimero:
11 11 11 11

1
Ts(1/2) =14 ~ 4+ oo — b —
5(1/2) 2 222 T 3123 T 408 T 518

es un valor aproximado dg’e con un error menor qui®—*. Puedes comprobarlo cdmathematica

Si elegimos la funciéry'(x) = «/x = x!/2, entonces debemos elegir como puntm ndmero que
sea un cuadrado exacto y que esté proximo a e, eso permitébmdad de eleccién que antes pero
en cambio debemos evaluar el polinomio de Tayloxea e por lo que solamente podremos calcular
su valor exacto de forma simbdlica. Probando valores que @gedrados exactos cercanos a e parece
razonable tomat = 2.56= 1.6°. Tenemos que

0<e—a<276-256=0.2= %

Parece razonable sospechar que un polinomio de Taylor ée das o tres sera suficiente para obtener
lo que queremos. El error que se comete al aproxififa = /x por el polinomio de Taylor de orden
2 de f ena viene dado por:

ARG
3!

1—1-3c¢7%2
(.x —a)3 = ET?T(}C —a)3

V¥ = Th(x) =
dondec esta comprendido entrey «. Paraa = 2.56 yx = e se tiene que < ¢ < ey por tanto
5 5
Ja=1.6< /c. Deducimos que—%/? < (%) = (%) . Por tanto:

5

5
=10l < ¢ ()

1 - 1
53 104

donde la ultima desigualdad es facil de comprobar. Como
1/2 1 —1/2 1 —3/2 2
Tr(x)=a +§a (x—a)—ga (x—a)~,

el numero .- L
Ti(e) =16+ -—(e-250 — - ——
1®) T 3786 9-3 (1.6)?
es una aproximacion dg’e con error menor quEd—*. Puedes comprobar cdathematicague si en
esta expresion sustituimos e por su valor aproximado 2sigse obteniendo una aproximacion.ge
con error menor qué 4. ©

(e—2.56?
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